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1. Introduction 
Les suites rkcurrentes linkaires apparaisser,: &ins de nombreux domaines. 
notammc,nt en arithmhtique et en informatique th&oriqtiie. Flies jouent en parti- 
culier :m r&e fondamentai en theorie des langages, pour i’ktude des langages 
rationnels et des syst&mes de Lindenmayer. 
UP problkme de base est i’itudr: de I’ensemble des z&os d’une suite rkcurrente 
linbaire. Rappelons 2 ce sujet le beau th&o&me suivant. 
Thborbme de Skolsm-Mehler. Si me suite r&xwen~e h&ire entitre possPde we 
infinite’ de .zh; odors l’ensembie d,e ces ze’ros est &nl ti I’urion d’un ensembie fini et 
d’un nombre fini de progressions akthme’tiques. 
La dkmonstratio?; :;ti!ise l’analyse p-adique (voir [:;I). Be:;:& et Xigliotte [3] onr 
dCmontrd qu’il existe un algorith:me permettant de savoir si une suite rtcurrente 
IinCairi: entiire posscide un nombre fini de zeros. Dans cc:rtains cas, voir 161. en 
utilisant 1~. nCthode de Baker on peut d&rminer effectivement l’ensembie de tous 
!es z&os d’une telle wite. 
Now consid&ons ici une gCn&allisation naturelIe du probl$mc: pr&ci&::i: 1 ‘~.!tsdc 
de l’in*.ersection de l’ensemble des va:sars de dew suites ricurrentes lin&irer 
Nous utiliserons & k.ouveau la mit-bode de Baker. 
Je remercie Jean Berste! oui a attu-e IIW,. 1 ’ ’ ---mm a?tention sur ce probl~~me, 
Soic:?t (u,) et (u,) deux suites r&currentes lin&+ires enriPres. On sait alors cpll’ii 
existe Lies entiers alg$brkques cyl, . . . , CQ,, PI* . . . , & et des olynCmk3 G :-:vriiCLenT3 
alg$briCpes tels que 
Nous demontrons ici le r&sultalt suivunt. 
‘Work. Soient (uRI) et (vn) deux suites r&urreuttes h&&es entihes de la ,forme 
(I) et (2) respectivemeht et vhifiant les conditions 
.ja$+r*+ l l +T&J; ~~I~~@+==* ’ +ipkl; 
Alors il existe uq entier mo effectivement cah.&ble tel que pour m Z= mo la relation 
Cdm=?J, (9 
1 
implique 
P,(hG = Qh)PY. w 
Si cett$ dernihe relation pos&de une infinite de solutions alors il existe des entiers 
no&ifs 5 et y tels que n f = . -----I- PI. De plus, si les polyndmes PI et Q1 sont constants 
l’ensembk dE;s solutions (m, n) de I’Jquation (5) e;t 6gal2 l’union d’un ercsemble Ani 
et d’un nombre fini de progressions arithme’tques.’ 
&marques. 1. La g&r&alisation p-adique de ce thCorbme ne devrait pas prtsen- 
ter de difficult6 
2. Lorsque la condition (3) est verifiee et les polynSmes PI et Qt constants ii 
r&&e de la demonstration du theoreme et des resultats contenus dans [2] que 1’0x1 
peut determiner effectivement 
nombre f?ni d’entre elles. 
les solutions de l’bquation (5) sauf au plus un 
Cor~aMre. Soient (u,) et (u,) deux suites N-rationnelles de la forme (1) et (2) 
respectivement et telks que ks polyn6mes PI, . . , Ph, 01, . . . , Qk soient constants. 
Mom l’ensembk des solutions de l’tfquation 
est &al h b’union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions aritlt- 
m&pies. 
Gent (u,) et (t)n) deux suites verifiant les hypotheses $I corollaire. En appli- 
quant le theorbme de Berstel sur les pbles des series N-rationnelles, on denmontre 
I’existence d’un entier q (effectivement calculable) tel que chacune des suites 
Pait 64 E(mq+i et n H, Unq+j (0 6 i, j <q) vCrifie (3) ou soit constante. D’oti ra conclusion 
en ~~p~iquant le thtoreme ti-dessus et le theoreme de Skolem-Mahler ._ 
’ Si PI et Q ne sont pas canstimts td fbsu!tat n’est pas toujours vrai, exemple 14, = Y, v, = n2”. 
Certaine.5 suites kunentes linkaires 
Leaww 2.1. Pour tout entier d il cxiste une constG.fz positive cd telle que tout enticr 
alghique non nul dont tous les conjuguks sent de module au plus I+ c, est UQZP 
racine de l’unittf. 
On sait depuis Kronecker qu’un entier algkbrique non nul dont tous les con- 
jupuds sent de module au plus l’unirk est une racine de l’unit6. Le lemme en Gsulte 
du fait qu’il n’existe q,u’un nombre fini d’entiers algCb;iques de degrC born& et dont 
les conjugub appartiennent A un domaine borne. 
La meilleure valeur actuellement connue de cd est due g. Blanksby et Mont- 
gomery [4] qui nnt obtenu cS’ = 3 3 d* Log 6d. 
Lemme 2.2. Soient IYI, . . , tyn des nombres algkbriques fix&f, cd III’ istimEx aigd- 
brique de degre’ d et de hauter au plus A. Alors il existe une constante C effectivernent 
calculable C = C(d, al, . . . ) ?I._) telle que, pour touf 6 v&ifiant 0 C S < 112, ies 
ine’galith 
ClogA 
.r3cllog~o+bllogcll,+...+b,logcu,(< 
I 
e -66 
n’aierat pas de solution en nombres entiers b 1, . . . , 6, de valeur absolue au plus R 
C’est un cas paiticulier du Theo&me 1 de [I]. 
IPr~p~dtion 3.1. Soient (u,) et (v,) deux suites de nombres complexes de la forme 
suharate 
urn -=amcxm+uln, vn = b,p”-+-v:, 
oili cx, ,~3 s3rzt des nombres algibriques w’els suphieurs & 1 O:I iaml er Ih,, / Sony’ da 
nombres algkbriques non nubs de de,& born&_ avec 
Log(hauteur(a, 1) = O(Log m >1 k.og(hauteur)b, /) =z O(B.og P1) 
Lor+ue.u, et u,, sont egaux, les hypothbscs pr6cCdentes conduisent ii l’estima- 
tion 
A:=IZJ L&g CY -n Log @ +Log]aJb,] = O(eVcLog m’+e-ILog n33). 
Paur m + n assez grand, il est clair que m/n est pro&e de Log a/Log p. On peut 
donc‘appliquer le Lemme 2.2 avec El = m + n,.A = exp(cr L>g B), S = l/B. Pour m 
assez ,grand on en, dtiuit que, A est nul. D’oh la conclusion, . 
_’ 
lkqn@im~3.2., §oient q et fl $,~IJ.x rymbres alge’briques fix&s non nuls qui ne soat 
pus des yacin& .de I’unM §oieit (a,)m 20, (b,,)n 2 0 deux suit,es de nombres non 
nuk appartznant ci un cwps de nombres K fix6 ([K : Q] c 00) tels que 
Log(hauteur(a,,)) = O(Log m), Log(hauteur(b,)) =I CI(Log n). 
Ah si i’ensembk E dkr solutions (m, n) de Siquation 
a,,,# = b&” 
p*f ~~_.W ii mxiste des eatiea pos$ifs r et s teIs que a?= F”. _“I c-c -‘WV_ ” 
Supposons I’ensemble E infini. On peut supposer que (Y et 6 appartiennent 5K. 
Soit w une valeur absolue quelconque de K, on constate aussit& que 
pour (m, n) E E, m J.4&Iw - n Log] & = O(Log mn). 
Soit t, une valeur absolue de K telle que ]cvlV # 1, son existence st assuree par le 
Lemme 2.1. D’apr&s la relation prkedente, 
pour (m, n)E E, m/n + Log] &/Log]ar lo quand m + n + a. 
Soient A cette iimite et x, y deux entiers verifiant ]A -x/y1 < y -‘, avec y positif et 
assw grand. Considerons le nombre y = cyx/3-‘. Pour toute valeur absolue w du 
corps K, d’aprks ce qui p&&de on a 
I?+# = f&]/3];‘]LY]:?= ]a!]:?- I&y, 14~ 1. 
Un coup d’oeil sur les valeurs absolues ultrcmetriques permet de verifier que y est 
un entier algebrique dbs que y est assez grand. Du Lemme 2.1 resulte ensuite que y 
est une racine de I’unitC. D’oii le risultat. 
La proposition preckdenke possbde de nombreuses applications. Par exemple, on 
en deduit facilement que .La suite urn = [(3/2)“] ne prend qu’un nom:bre fini de 
valeurs qui sonit des nombres de Fibonacci. Limitons; nous Q en deduire le theoreme 
enon& dans l’i:@roduction. 
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Supposons les proprietes (l), (2) et (3) verifiees e: u, = v, avec P,(m)Q,(n) non 
nul. La Proposition 3.1 montre alors que la relation (4) a lieu :! i m est au moins &gal 
g mo. 
Supposons que i’equation 24, = ’ v,, possede une infinite de solutions, il en est alors 
de m$me pour l’eqtiation (4). D’ayris !a Proposition 3.2. il ::xiste des entiers r et s 
tels que a; = pi. S 01 ‘t ( WE, n) une solution de (8). Posons m = rm’ + IN”, 0 d m”< r; 
n = sn’ + n”, 0 C ~2” < s. On a alors 
Si Pr et (21 sont constants aiors lit’- m’/ est borne et l’ensemble des solut,sns de (4) 
est &gal 9 I’union d’un ensemble fini et d’un nombre lini de progressions arith- 
metiquez;. Dans ce cas, il existe deux entiers n et b tels que les solutions de 
l’hquation 
Urn = vn (3 
aient des indices de la forme 
m =ak+a’: n=bk+b’ 
oh a’ et 6’ ne prennent qu’un nombre fini de valeurs. Soit un couple (a’, b’) 
d’entierr tel qu’il existe une infinite de solutions de l’equation (5) de la fwme 
ci-dessk>j. ?osons alors 
wk = &&+a’- Vbk4 b’. 
Ln suite (wk) est une suite recurrentc liniaire qui posside une infinite de zeros. 
D’apres 1~. theoreme de Skolem-Mahler, l’ensemble de ces zeros est egal B l’unionr 
d’un ense.nble fini et d’un nombre fini de progressions arithmetiques. I1 en r&.&e 
que l’enwmble des solutions de l’equation (5) possede encore la mcme proprietd. 
Ceci ackve la demonstration du theoreme. 
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